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Постановка задачи 

Пусть D – односвязная область из евк-

лидова пространства R3 заполнена вещест-

вом с постоянной магнитной проницаемо-

стью µ2 и находится в среде с магнитной 

проницаемостью µ1. Пусть W – магнитный 

потенциал индуцирующего поля (источ-

ники которого находятся вне D), V1 – 

внешний, V2 – внутренний потенциалы об-

ласти D, наведённые в поле W. 
Потенциалы V1, V2, W – гармонические 

функции, т. е. 

∆V1 = 0 в D 
–, ∆V2 = 0 и ∆W = 0 в D.       (1) 

Кроме того, на границе D – поверхно-

сти S – выполняются следующие соотно-

шения 

V1 = V2                               (2) 

 

(3) 

 

Решение прямой задачи магнитораз-

ведки (для магнитного поля) сводится к 

нахождению потенциалов V1 и V2 из усло-

вий (1)–(3). Обратная задача может быть 

сформулирована следующим образом: по 

заданной функции V1, удовлетворяющей 

на границе искомой области условиям (1)–

(3), найти эту область. Аналогичные зада-

чи (с заменой магнитной проницаемости 

на электропроводность и магнитных по-

тенциалов на электрические) возникают 

при интерпретации данных электроразведки. 

Уравнения теоретической обратной 

задачи (ТОЗ) магниторазведки 

Напомним, что обратную задачу будем 

называть теоретической, если функция, 

описывающая поле, задана в явном виде 

(ситуация, возникающая, например, после 

подбора наблюденных данных потенциала-

ми сингулярных источников) (Мартышко, 

1994). 

Для функций V1, V2 справедливы пред-

ставления (Сретенский, 1946): 

 

 

                                                              (4) 

 

 

 

                                                              (5) 

 

 

где n – внешняя нормаль к S; 

 

 

 

Из условий (4), (5) c учетом (2) следует 

возможность представления  
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                                                              (6) 

                                                               

 

 

Из (3) легко получить 

 

                                                              (7) 

 

 

                                                              (8) 

 

Подставляя (8) в (6), имеем 

 

                                              

 

 

                                                              (9) 

                                                                  

откуда в силу (2) получаем  

 

                                                                   (10) 

 

Соотношение (10) можно рассматри-

вать как уравнение ТОЗ (Martyshko, 1999) 

для определения границы S. Аналогично, 

подставляя (7) в (6), получаем  

 

                                                                     

                                                               

                                                            (11) 

уравнение ТОЗ для внешнего магнитного 

потенциала. Аналогично можно получить 

новое уравнение для внутреннего потен-

циала 

 

                                  

 

                                                            (12) 

Из соотношений (11) и (12) выведем 

уравнения для напряжённости магнитного 

поля     : 

 

 

                          

                                                          , т. е. 

                                                                   

 

                                                                   

                                                                   

                                                            (13) 

                        

 

                                              

                                                          , т. е. 

 

    

                                                                  , 

 

                                                            (14) 

векторные интегральные уравнения обрат-

ной задачи магниторазведки (для внешнего 

и внутреннего полей соответственно). 

При заданных значениях µ1 = 1 (пред-

положим, что вмещающая среда немагнит-

на) и µ2 = 1+4πκ (κ – магнитная восприим-

чивость) с использованием уравнений (13) 

или (14) можно построить эквивалентное 

семейство решений обратной задачи маг-

ниторазведки. Совместное решение этих 

уравнений позволяет определить единст-

венное решение обратной задачи. Заметим 

также, что в скважинах выполняются изме-

рения как внутреннего поля, так и магнит-

ной восприимчивости. Это позволяет опре-

делить границу S из уравнения (14). 

Перепишем уравнение (14) в виде 
 

                                                           .(15) 
 

Связь между намагниченностью и на-

пряжённостью определяется равенст-

вом               , с учётом этого получаем 
 

                                                          . (16) 
 

Соотношения (15) и (16) позволяют по 

граничным значениям внешнего поля вы-

числять намагниченность области D, либо 

использовать значения намагниченности и 

внешнего поля для определения границы S 

(решения обратной задачи). 

Подставляя (8) в (6), имеем 

 

                                                                 , 

 

          .                                                (17) 

 

( ) ( )

( )
( )




∈

∈
=

=





∂

∂
−

∂
∂

π ∫

;,

,\,

4

1

002

3

001

12

DPPV

DRPPV

r

dS

n

PV

n

PV

S

,1

2

2112 







∂
∂

+
∂
∂

µ
µ−µ

=
∂
∂

−
∂
∂

n

V

n

W

n

V

n

V

.2

1

2112 







∂
∂

+
∂
∂

µ
µ−µ

=
∂
∂

−
∂
∂

n

V

n

W

n

V

n

V

( ) ( ) ( )
=








∂

∂
+

∂
∂

µ
µ−µ

π
= ∫ r

dS

n

PV

n

PW
PV

S

2

1

21
01

4

1

( ) ( )( )∫ ∂

∂
+

µ
µ−µ

π
=

S

dS
n

rPVPW ,

1

4

1
2

1

21

( ) ( )∫ ∂
∂

+
µ
µ−µ

π
=

S

dS
n

r
VWPV .

/1

4

1
1

1

21
01

( ) ( ) ( )
,

4

1 1

2

21
01

r

dS

n

PV

n

PW
PV

S

∫ 







∂

∂
+

∂
∂

µ
µ−µ

π
=

,\
3

0 DRP ∈

( ) ( ) ( )
,

4

1 1

2

21
02

r

dS

n

PV

n

PW
PV

S

∫ 







∂

∂
+

∂
∂

µ
µ−µ

π
=

.0 DP ∈

H
�

== )()( 0101 PVgradPH
�

ds
r

grad
n

V

n

W

S

1

4

1 1

2

21 ∫ 







∂
∂

+
∂
∂

µ
µ−µ

π
=

( ) ( ) ,
1

))(
4

1
10

2

21
01 ds

r
gradnPHHPH

S

∫ ⋅+
µ
µ−µ

π
=

�

���

,\
3

0 DRP ∈

== )()( 0202 PVgradPH
�

ds
r

grad
n

V

n

W

S

1

4

1 1

2

21 ∫ 







∂
∂

+
∂
∂

µ
µ−µ

π
=

( ) ( ) ds
r

gradnPHHPH
S

1
))(

4

1
10

2

21
02 ∫ ⋅+

µ
µ−µ

π
=

�

���

,0 DP ∈

( ) ( ) ds
r

gradnHHPH p

S

1
)

41
1002 ∫ ⋅+

πκ+
κ

=
�

���

HJ
��

κ=

( ) ( ) ds
r

gradnPHHPJ p

S

1
))(

41
10

2

02 ∫ ⋅+
πκ+

κ
=

�

���

( ) ( ) ( )
r

dS

n

PV

n

PW
PV

S

∫ 







∂

∂
+

∂
∂

µ
µ−µ

π
= 2

1

21
02

4

1

DP ∈0



Уральский геофизический вестник № 2(24), 2014 г. 

62 

Беря градиент от обеих частей (17), 

имеем уравнение обратной задачи для 

внутреннего поля 

 

                                                         .  (18) 

 

Из (18) следует формула вычисления 

внутреннего поля через намагниченность 

 

                                                          

 

и формула вычисления намагниченности 

через её поверхностные значения 

 

                                                                 

 

Работа выполнена при финансовой 

поддержке РНФ, проект 14-27-00059. 

Заключение 

Получены представления гармониче-

ских функций, описывающих магнитное 

поле (внутреннее и внешнее) намагничен-

ного тела через граничные значения. На 

основе этих представлений выведены урав-

нения обратных задач магниторазведки с 

явно заданным оператором. Подчеркнём, 

что рассматривается полная задача с учё-

том размагничивания, математически экви-

валентная задачам электроразведки посто-

янным током и термометрии. 

Указанное обстоятельство существен-

но расширяется область приложений про-

ведённых исследований.  
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