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Введение 
Разработка новых методов и компью-

терных технологий построения количест-
венных моделей глубинного строения зем-
ной коры и верхней мантии по комплексу 
геофизических полей является одним из 
самых перспективных направлений совре-
менных исследований в науках о Земле. 
Особый интерес представляет круг согла-
сованных прикладных задач, когда различ-
ные по своей природе и информативности 
геофизические поля могут интерпретиро-

ваться по единому математическому сце-
нарию. Для этого вполне достаточно, что-
бы искомые поля удовлетворяли однотип-
ным уравнениям и схожим граничным ус-
ловиям поставленной задачи, конечно, ес-
ли имеются реальные предпосылки для 
связи входящих в эти уравнения физиче-
ских параметров среды (Моисеенко и др., 
1970; Кутас, Гордиенко, 1971; Шлафштейн 
и др., 1993; Голованова, 2005; Rybach, Bun-
tebarth, 1982). Установление таких внут-
ренних связей позволяет выделить наибо-
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лее устойчивые неоднородности коры и 
мантии и дать количественную оценку их 
проявления в аномальных геофизических 
полях различной эндогенной природы 
(Геофизическая … , 1987). 

Необходимость изучения строения ни-
зов коры и верхней мантии настоятельно 
требует создания целенаправленных мето-
дов комплексных глубинных исследова-
ний, среди которых информативная со-
ставляющая геотермии играет не послед-
нюю роль (Хачай, Дружинин, 1996; 1998). 
Интерпретация геотермических данных в 
их взаимосвязи с полями иной природы 
снижает степень неоднозначности матема-
тических моделей и повышает достовер-
ность наших представлений о глубинном 
строении и вещественном составе струк-
турно геологических комплексов неодно-
родной геологической среды на разных 
иерархических уровнях ее организации. 

В теории геофизических исследований 
стационарные поля тепловой, магнитной 
или электрической природы, наряду с гра-
витационными полями, относят к классу 
потенциальных. Количественная интерпре-
тации потенциальных полей опирается на 
решение граничных задач для уравнения 
Пуассона. Задачи стационарной теплопро-
водности для моделей кусочно-однородных 
сред математически эквивалентны задачам 
линейного сопряжения в теории потенциала 
(задачи МИП с учетом размагничивающего 
эффекта, задачи электроразведки на посто-
янном токе, метод заряда и др.) (Мартышко, 
1996). И в этом смысле методы их решения 
являются универсальными. Вся разница со-
стоит лишь в виде функции распределения 
источников первичного поля и условий на 
границе раздела «земля–воздух» (Гуревич, 
1979; Воскобойников, 1973). 

Геотермические модели стационарных 
тепловых полей исходят из распределения 
двух теплофизических параметров: мощ-
ности сторонних источников радиогенной 
теплогенерации Q и коэффициента тепло-
проводности . Их связывает условие не-
разрывности для стационарного теплового 
потока (формула Гаусса): суммарный по-
ток через замкнутую поверхность S, огра-

ничивающую область D, равен суммарной 
мощности источников внутри этой области: 

 
                                                                    (1) 
 

или в дифференциальной форме: 
    div (q) = Q.   (2) 

В неравномерно нагретом твердом 
теле, когда перепад температуры между 
составляющими его частями не слишком 
велик, тепловой поток пропорционален 
первой степени градиента температуры 
(Карслоу, Егер, 1964; Лыков, 1967). Для 
изотропных тел вектор теплового потока 
q антинаправлен вектору градиента темпе-
ратуры 

                      q = –λT.      (3) 
Соотношение (3) – это феноменологи-

ческий закон теплопроводности Фурье; им 
характеризуется кондуктивный (или моле-
кулярный) механизм передачи тепла в не-
подвижной сплошной среде из мест с бо-
лее высокой в места с более низкой темпе-
ратурой. В таком случае, стационарная 
температура T будет потенциалом «расте-
кания» векторного поля температурных 
градиентов (или поля тепловых потоков), а 
в области свободной от тепловых источни-
ков Q функция T будет гармонической. 
Как математическое постулат, линейная 
зависимость (3) требует лишь ограничен-
ности градиента температуры, но не накла-
дывает каких-либо условий на величину 
коэффициента теплопроводности. Поэтому 
в рамках линейного закона Фурье возмож-
но описание процессов теплопереноса в 
среде с бесконечно большой или бесконеч-
но малой теплопроводностью. Если тепло-
проводность среды достаточно высока, то 
градиент температуры в ней стремится к 
нулю, а распределение температур будет 
изотермическим. В противном случае, если 
теплопроводность среды равна нулю, то в 
нуль обращается и кондуктивная состав-
ляющая теплового потока: тепло не может 
распространяться в среде, теплопровод-
ность которой характеризуется бесконечно 
низкой теплопроводностью. Предельные 
соотношения между полем температур и 
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тепловых потоков в идеально теплопрово-
дящей (  ) и идеально теплоизолиро-
ванной среде (  0) непосредственно вы-
текают из феноменологического закона 
теплопроводности Фурье, т. е. выполняют-
ся независимо от уравнения неразрывности 
(2). Относительно последнего их можно 
рассматривать в качестве естественных 
граничных условий. В геотермических мо-
делях кусочно-однородных сред идеально 
проводящий или теплоизолированный кон-
такт соответствует постановке однородных 
граничных условий по температуре (задача 
Дирихле) или по тепловому потоку (задача 
Неймана) для сопредельных областей. 
Именно с этих позиций будем рассматри-
вать предельные случаи «бесконечной» 
или «нулевой» теплопроводности в геотер-
мических моделях кусочно-однородных 
сред. 

В настоящей работе обсуждается по-
становка и метод решения граничной зада-
чи теплового сопряжения в замкнутой ин-
тегральной форме. Краевая задача с усло-
виями IV рода, сохраняя корректность 
классической постановки, сводится к ре-
шению редуцированного уравнения тепло-
проводности с разрывными коэффициента-
ми (Ладовский, Шестаков, 2009). Инте-
гральные преобразования в пространстве 
обобщенных функций преобразуют диф-
ференциальный оператор краевой задачи в 
интегральное уравнение Фредгольма про-
стого слоя (Земанян, 1974; Владимиров, 
Жаринов, 2000).  

Уравнение граничной задачи тепло-
вого сопряжения  

В среде с переменной теплопроводно-
стью стационарная температура T удовле-
творяет линейному уравнению потенциала. 
На основании (2–3), имеем: 

div (λT) = λ2T + (λT) + Q = 0.    (4) 
Это линейное дифференциальное урав-

нение в частных производных 2-го порядка 
с переменными коэффициентами. Для то-
го, чтобы искомая температура T была бы 
по крайней мере дважды дифференцируе-
мой, коэффициент теплопроводности  в 
уравнении (4) должен аппроксимироваться 

кусочно-гладкой функцией, с разрывами 
производных  не выше I-го рода. Это 
требование теоремы существования (Кош-
ляков и др., 1970; Тихонов, Самарский, 
1972). Но, если среда с переменной тепло-
проводностью состоит из конечного числа 
контактирующих однородных подобла-
стей, в каждой из которых теплопровод-
ность постоянна, а на границах раздела ис-
пытывает конечный скачок, то вместе с 
ней испытывает скачок и нормальная со-
ставляющая градиента температуры. На 
граничной поверхности контакта разнотеп-
лопроводных сред не определен градиент 
разрывной функции  и градиент темпе-
ратуры; не существуют и вторые производ-
ные от температуры 2T в их классическом 
понимании. На поверхности разрыва диф-
ференциальные операции утрачивают свой 
смысл; их заменяют более сглаженные ин-
тегральные условия непрерывности темпе-
ратуры и нормальной составляющей теп-
лового потока. Преобразование линейного 
дифференциального уравнения (4) к требо-
ваниям форм теоремы существования при-
водит к классической постановке задачи 
теплового сопряжения (Кошляков и др., 
1970; Лыков, 1967).  

Поясним сказанное примером. Рас-
смотрим фрагмент модельного разреза ку-
сочно-однородной по теплопроводности 
среды (рис. 1). Две соприкасающиеся об-
ласти Di и Di+1 части слоистого простран-
ства R3 разделяет поверхность Si. Поверх-
ность Si достаточно гладкая, т. е. имеет не-
прерывно вращающуюся касательную 
плоскость и соответствующее ей непре-
рывное поле нормалей N(Si). За положи-
тельное направление нормали условимся 
выбирать направление в сторону возраста-
ния индекса области, т. е. Di → Di+1.  

Рис. 1. Фрагмент слоистой среды 
и геометрия задачи в пространстве R3  
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Область Di заполнена средой с теплопро-
водностью λi и плотностью сторонних ис-
точников теплогенерации Qi. Для каждой 
части такой среды, где теплопроводность 
постоянна, уравнение (4) превращается в 
уравнение Пуассона  

 
                                                              (5) 
 
В непосредственной окрестности дву-

сторонней поверхности Si Гауссов инте-
грал (1) преобразуется к интегральной 
формуле «поверхностной» дивергенции 
(Светов, Губатенко 1988):  

 
 

И, если плотность поверхностных источ-
ников QS = 0, то мы имеем хорошо извест-
ное условие теплового сопряжения. По 
принятой классификации – это краевое ус-
ловие IV рода. Оно означает непрерыв-
ность нормальной составляющей теплово-
го потока при переходе через границу раз-
дела сред с различной теплопроводностью 
(Карслоу, Егер, 1964; Лыков, 1967):  

 
                                                              (6) 
 
Еще одно условие на граничной по-

верхности Si – условие непрерывности тем-
пературы непосредственно следует из ли-
нейного соотношения (3): если градиент 
температуры испытывает разрыв не выше 
1-го рода, то сама температура сохраняя 
непрерывность, испытывает лишь излом.  

 
                                                              (7) 
 
Граничные условия задачи сопряжения 

(6–7) можно записать в эквивалентной, но 
более удобной форме через источники про-
стого (или двойного) слоя, выразив их 
плотность через скачок искомых функций 
(Мартышко, 1996). Сориентируем поверх-
ность Si относительно выбранного направ-
ления положительной нормали N(Si). Пра-
восторонний предел Si + 0 принимается за 
внешнюю сторону, а левосторонний Si – 0 
– за внутреннюю сторону ориентирован-
ной граничной поверхности (см. рис. 1). 

Согласно граничным условиям (6–7), при 
переходе с внешней на внутреннюю сторо-
ну поверхности Si температура остается 
непрерывной, а градиент температуры ис-
пытывает скачок:  

 
 
 
 
 
 
 
 

Скачок приграничных градиентов, спроек-
тированных на направление внешней нор-
мали, создает поверхностный простой слой 
на Si, плотность которого ν(Si) пропорцио-
нальна контрасту теплопроводности сопре-
дельных сред (Ладовский, 1990; 2002):  

 
 
                                                              
                                                            (8) 
                                                              
 

где εi = (λi – λi+1)/(λi + λi+1) – параметр теп-
лопроводной контрастности.  

Разрывный характер изменения тепло-
физических свойств среды и вытекающая 
из него необходимость постановки усло-
вий сопряжения на границах кусочно-од-
нородных сред – вот сдерживающий фак-
тор развития методов классического ана-
лиза. Дело в том, что в эти условия не вхо-
дят явные значения граничных функций; 
указана лишь степень гладкости сопрягае-
мых на границах тепловых полей. Ветви 
кусочно-гладкого решения тепловой зада-
чи удовлетворяют системе частных урав-
нений, каждое из которых задано в своем 
пространственном базисе, но не замкнуто 
граничными условиями. В результате утра-
чивается существенная часть классическо-
го формализма решения краевых задач. 
Как в методе разделения переменных, так 
и в идейно близком ему методе интеграль-
ных преобразований возникает принципи-
альный вопрос о «сшивании» частных ре-
шений, построенных по различным систе-
мам собственных функций. Как правило, 
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интегральные преобразования в конечных 
(или в бесконечных) пределах не применя-
ют по тем пространственным переменным, 
в направлении которых свойства среды ме-
няются скачкообразно. 

Разрыв коэффициентов в дифференци-
альном уравнении не обязательно сводить 
к граничным условиям; можно, не меняя 
уравнение, доопределить особенности ко-
эффициентов на границах раздела при по-
мощи разрывных дифференцируемых 
функций, типа функции Хевисайда (Ладов-
ский, Шестаков, 2009). В основе такого 
подхода лежат эвристические построения, 
заимствованные из теории обобщенных 
функций. «Если рассматривать уравнение 
краевой задачи на пространстве обобщен-
ных функций, то в этом случае нет необхо-
димости вводить на каких либо особых по-
верхностях специальные граничные усло-
вия, достаточно понимать ... дифференци-
альные операторы в обобщенном смыс-
ле» (Светов, Губатенко, 1988, с. 21). 

Обобщенно-непрерывный оператор 
задачи сопряжения тепловых полей 

Граничные условия (8) задачи сопря-
жения можно рассматривать, как обобщен-
ные функции (интегралы) сингулярного 
оператора (4), особенности которого сосре-
доточены на поверхности носителя Si. Гра-
ничная поверхность обязательно должна 
быть двухсторонней, поскольку она раз-
граничивает области существования кусоч-
но-гладких решений в сопредельных об-
ластях Di и Di+1. Скачок нормальной со-
ставляющей градиента температуры на 
граничной поверхности Si компенсируется 
скачком обратных коэффициентов тепло-
проводности. В таком случае, если доопре-
делить соответствующим образом значе-
ния градиентов температуры и коэффици-
ентов обратной теплопроводности на по-
верхности разрыва, то можно избежать 
процедуры построения частных решений 
для системы уравнений (5). Континуальная 
постановка задачи сопряжения предпола-
гает получение единого обобщенно непре-
рывного дифференциального оператора 
прямой задачи сопряжения для кусочно-
однородного пространства R3 как в точках 

непрерывности, так и в точках разрыва ма-
териальных параметров среды.  

В окрестности граничной поверхности 
Si ± 0 зададим правильные (по Ляпунову) 
лево- и правосторонние предельные значе-
ния нормальной составляющей градиента 
температуры:  

 
 
 
 
 
 
 

На самой поверхности Si прямые значения 
температуры и нормальной составляющей 
теплового потока (устранимый разрыв) до-
определим по непрерывности:  

 
 
 
 
 
 
 

По аналогии, прямое значение нормальной 
составляющей градиента температуры на 
поверхности Si (разрыв 1-го рода) вычис-
лим через полусумму Дирихле его право- и 
левосторонних пределов (Кошляков и др., 
1970):  

 
                                                              (9) 
 

Аксиоматический постулат Дирихле одно-
значно определяет прямое значение разрыв-
ной теплопроводности на поверхности Si. 
Заменяя в (9) компоненты градиента на 
компоненты теплового потока, получаем:  

 
 
 
 

или, в силу непрерывности нормальной 
составляющей теплового потока:  

 
                                                             
 
                                                            (10) 
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Прямое значение коэффициента теплопро-
водности на границе контакта сопредель-
ных сред равно гармоническому среднему 
его право- и левосторонних значений.  

Обозначим x = (x(1), x(2)
, x(3)) – коорди-

наты произвольной точки R3 относительно 
некоторого начала (точки звездности) об-
ластей Di. Уравнение гладкой поверхности 
Si в декартовых координатах зададим неяв-
ной функцией переменных x:  

 
 
 

При помощи символической ступенчатой 
функции Хевисайда, заданной на множест-
ве точек Евклидова пространства                   
определим функцию области, параметри-
зованную уравнением ее граничной по-
верхности Ф(x) (Владимиров, Жаринов, 
2000). На самой граничной поверхности 
функцию области доопределим через полу-
сумму Дирихле ее право- и левосторонних 
значений:  

 
 
 
 
 

Градиент функции области коллинеарен 
вектору нормали к ограничивающей ее по-
верхности (Гельфанд, Шилов, 1959), а обоб-
щенная производная ступенчатой функции 
равна сингулярной дельта-функции, сосре-
доточенной на поверхности разрыва:  

 
                                                            (11) 
Пусть λ(x) переменный коэффициент 

теплопроводности среды в области             
Для слоистой модели λ(x) – это кусочно-
непрерывная функция с разрывом 1-го рода 
на границе раздела сред Si(x); x  Si. Функ-
циональную зависимость разрывной тепло-
проводности от координат можно выразить 
через ступенчатую символическую функ-
цию области Н(Ф). Задаваясь величиной 
скачка коэффициента теплопроводности и 
его прямым значением (10) на поверхности 
Si, построим линейный по Н(Ф) эвристиче-
ский закон изменения обратной теплопро-
водности (Ладовский, Шестаков, 2009):  

 
 
 
 
 
                                                            (12) 
 
 
 
 
 
Выразим коэффициенты уравнения (4) 

через ступенчатую (импульсную) функцию 
обратной теплопроводности и, вычислив 
все требуемые производные, построим 
обобщенно непрерывный оператор прямой 
задачи. Перепишем уравнение (4) в эквива-
лентной форме:  

 
                                                            (13) 
 
Второй (градиентный) член уравнения 

(13) содержит произведение трех разрыв-
ных функций. Такого произведения не су-
ществует (Владимиров, Жаринов, 2000). 
Однако:  

 
 
 

Здесь произведение одной разрывной 
функции (обратной теплопроводности) на 
непрерывную функцию (нормальную со-
ставляющую теплового потока) безусловно 
существует. Вычислим градиент символи-
ческой функции обратной теплопроводно-
сти (12) как обобщенный градиент разрыв-
ной функции. Учитывая (11), получим  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Граничные поверхности раздела Si разно-
теплопроводных сред служат носителями 
δ функций, а их сомножителями являются 
непрерывные функции нормальной состав-
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ляющей теплового потока. Следовательно, 
при x  Si имеем:  

 
 
 
 
 

Градиентный член в уравнении (13) преоб-
разуется к виду, характерному для потен-
циала простого слоя с объемной сингуляр-
ной плотностью (Кошляков и др., 1970; 
Владимиров, Жаринов, 2000):  

 
                                                            (14) 
 

где ν(Si) – заданная на Si поверхностная 
плотность источников простого слоя:  

 
 
 
                                                            (15) 
 
 

Здесь коэффициент εi = (λi – λi+1)/(λi + λi+1) 
обозначает тот же самый параметр тепло-
проводной контрастности, ранее опреде-
ленный в (8) из граничных условий сопря-
жения. И, если учесть, что прямое значе-
ние нормальной производной температуры 
равно полусумме (9) своих предельных 
значений в окрестности точек разрыва, то 
представления (8) и (15) для плотности 
простого слоя оказываются тождественны-
ми. Это лишний раз подтверждает пра-
вильность эвристического выбора ступен-
чатой аппроксимации (12) для символиче-
ской разрывной функции обратной тепло-
проводности.  

Обобщенно непрерывный оператор 
(14) является, безусловно, корректным 
оператором не только в точках непрерыв-
ности, но и в точках разрыва обратного 
коэффициента теплопроводности и соот-
ветствует континуальной постановке зада-
чи сопряжения «без граничных условий». 
Поэтому само уравнение (14), в котором 
простой слой на Si с объемной сингуляр-
ной плотностью заменяет граничные инте-
гральные условия теплового сопряжения, 
будем называть уравнением в редукции 

контраста разнотеплопроводных сред 
(Ладовский, 2002; Ладовский, Шестаков, 
2009).  

Интегральная формула Грина  
Граничная задача теплового сопряже-

ния (5–7) сводится к решению редуциро-
ванного уравнения (14) с разрывными ко-
эффициентами. Интегральные преобразо-
вания в пространстве обобщенных функ-
ций составляют алгоритмическую основу 
операционных методов его решения 
(Земанян, 1974). В классе поверхностей, 
параметризованных Евклидовым расстоя-
нием           подходящим интегральным 
преобразованием в R3 будет преобразова-
ние типа свертки с гармоническим почти 
всюду ядром. Подобное преобразование 
эквивалентно применению методов теории 
потенциала (Кошляков и др., 1970; Тихо-
нов, Самарский, 1972). 

Понятие обобщенных функций f(x) и 
ее обобщенных производных f ()(x) связы-
вают с существованием определенных ин-
тегралов (линейных непрерывных функ-
ционалов), заданных на множестве беско-
нечно дифференцируемых (в классическом 
смысле) основных финитных функций (x) 
Евклидова пространства R3 (Гельфанд, Ши-
лов, 1959)  

 
 
 
 
 
 
 

Если область интегрирования не ограниче-
на, то основные функции подчиняются ус-
ловиям регулярности на бесконечности:  

 
 
 
Пусть f (x) – кусочно-непрерывная функ-

ция с разрывом не выше 1-го рода. На мно-
жестве основных функций φ(x) производ-
ная обобщенной функции f (x) «n» порядка 
определяется сингулярностью «n – 1» по-
рядка (Гельфанд, Шилов, 1959):  

 

   
  .2

)(

1

1
ii

i
i

i

SS
ii

ii

SSSS

T

Tx











 N

NqN

     ,0)(2 
x
xQST iSi

 
.)(2

)()(
1

1

i

i

i

S

S
i

S
SS

ii

ii
i

N
xT

TxS












 N

,)( xxr 

     
       
        .1

,

,,

3

3

3

dxxxf

dxxxff

dxxxff

R

R

R














  .0lim )( 



x
x

.)()()();(~)( )0()1()( xxxfxxf nn  



Уральский геофизический вестник № 2(32), 2018 г. 

47 

Для обобщённой функции нескольких 
переменных частные производные вычисля-
ются аналогично, с учётом разрыва функции 
по всем направлениям (x) = (x(1), x(2), x(3)). В 
пространстве R3 обобщенный лапласиан 
кусочно-непрерывной функции f (x), поми-
мо регулярной составляющей, выражается 
через конечные скачки самой функции и ее 
производных в направлении нормали к по-
верхности разрыва (Владимиров, Жаринов, 
2000).  

 
                                                            (16) 
 

где {2f } – лапласиан регулярной части  

функции; f и          – скачок самой функ- 

ции и ее первых производных по направле-
нию нормали к поверхности S.  

Кусочно-гладкая функция температуры 
T(x) в пространстве R3 удовлетворяет по-
добному (16) дифференциальному уравне-
нию (14) с сингулярными коэффициентами. 

Сравнивая (14) и (16), приходим к сле-
дующему заключению. Гладкое решение 
задачи сопряжения обеспечивает ньюто-
новский потенциал «нормального» темпе-
ратурного поля. Для этого достаточно, что-
бы плотность источников объемного по-
тенциала была ограничена в R3 (Тихонов, 
Самарский, 1972)  

 
 
 

Потенциал простого слоя на Si определяет-
ся величиной скачка (8) первых производ-
ных температуры по выбранному направ-
лению нормали  

 
 
 
 

Скачок температуры равен нулю в силу ее  
непрерывности на                         

В основе операционного метода реше-
ния редуцированного уравнения (14) ле-
жит метод сквозных интегральных преоб-
разований. Если поверхность S параметри-
зована Евклидовым расстоянием, то подхо-
дящим интегральным преобразованием в 

R3 будет преобразование типа свертки с 
гармоническим почти всюду ядром. 

Пусть A(x) – некоторая фиксированная 
точка вычисления поля и P(x) текущая пе-
ременная точка интегрирования в про-
странстве R3. Определим Евклидово рас-
стояние от точки А до точки Р по формуле  

 
 

Причем 
 
 
 

Обобщенная функция обратных расстоя-
ний (rAP)-1 определяет сингулярный функ-
ционал 2(1/rAP) на множестве основных 
функций (x) пространства R3:  
 
                                                                   (17) 
 
Операция свертки (символ ) на множе-
стве функций с бесконечным носителем 
R3\{0} (за исключением множества меры 
нуль) является коммутативным операто-
ром. Следовательно (Гельфанд, Шилов, 
1959):  
 
                                                                   (18) 
 
Свертка обобщённой функции лапласиана 
(14) с функцией обратных расстояний при-
водит к интегральной формуле:  
 
 
 
 
 
δ – функция правой части снимает инте-
грал по пространственным переменным, и 
мы приходим к интегральной форме реше-
ния задачи для уравнения (14): 
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Здесь W(xA)  C 1 – объемный (ньютонов-
ский) потенциал «нормального» поля ис-
точников объёмной теплогенерации лока- 
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лизованных в пространственных областях  
 
 
 
                                                                   (20) 
 
 
П(xA)  C 0 – поверхностный потенциал про-
стого слоя вторичных источников, наве-
денных на границе Si раздела разнотепло-
проводных сред:  
 
 
                                                                   (21) 
 

Подчеркнем, что преобразование 
свертки применяется не отдельно по каж-
дой области Di и Di+1, а по их объединению  
                           Простой слой на Si обеспе-
чивает выполнение граничных условий (6–
7) и требуемую гладкость сопряжения ин-
тегральных трансформаций во всем неог-
раниченном пространстве. В этом и состо-
ит суть операционного метода сквозных 
интегральных преобразований. 

Функция температуры (19) непрерыв-
на в пространстве R3. Это следует из опре-
деления простого слоя. Градиент темпера-
туры уже разрывная функция, связанная с 
поведением особого интеграла на Si  

 
 
 

Полагая xА = xS, получаем интегральное 
уравнение Фредгольма 2-го рода относи-
тельно плотности простого слоя ν(xS):  

 
                                                            (22) 
 

где (xS) пропорциональна прямому значе-
нию (15) нормальной составляющая гради-
ента температуры на поверхности S; W – 
проекция градиента поля объёмных источ-
ников на направление внешней нормали.  

 
 
 
 
 

Необходимым условием разрешимости осо-
бого интегрального уравнения (22) является 
закон сохранения теплоты в форме (1): по-
ток тепла через замкнутую поверхность S, 
ограничивающий некоторый объем, равен 
суммарной величине источников, находя-
щихся внутри S.  

 
 
 
 
 
 

Откуда следует  
 
 
                                                           (23) 
 
 
 

Суммарная плотность простого слоя рав-
няется нулю в двух случаях. Первый пред-
ставляется тривиальным (1 = 2); второй, 
в силу его конструктивности, заслуживает 
внимания: интеграл по поверхности про-
стого слоя, ограничивающей замкнутую 
область гармоничности функции (Q2 = 0) 
обращается в нуль.  

 
 
 
Таким образом, решение граничной 

задачи сопряжения в классе поверхностей, 
параметризованных Евклидовым расстоя-
нием r(x) = x сводится к интегральному 
представлению (19) с неявно заданным 
оператором и порождает необходимость 
решения уравнения Фредгольма 2-го рода 
(22) при условии ортогональности (23) его 
собственных функций. В теории потенциа-
ла подобное преобразование успешно 
применяется при решения прямых задач 
Дирихле или Неймана с явно заданными 
односторонними граничными условиями. 
(Кошляков и др., 1970; Тихонов, Самар-
ский, 1972; Земанян, 1974). В задачах со-
пряжения формула Грина впервые была 
применена Г.М. Воскобойниковым для 
вывода интегрального уравнения относи-
тельно плотности двойного слоя примени-
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тельно к стационарным электромагнит-
ным полям (Воскобойников, 1973). Этот 
подход получил дальнейшее развитие при 
решении обратной задачи электроразведки 
на постоянном токе (Мартышко 1983; 
1986) и задачи магниторазведки (задачи 
МИП) с учетом размагничивающего эф-
фекта в параметризованных классах ло-
кальных объектов. И в этом направлении 
исчерпывающие результаты обобщены в 
работе (Мартышко, 1996).  

Выводы 
Развитие методов количественной ин-

терпретации потенциальных гравитацион-
ных и магнитных полей с построением 
трехмерных сеточных моделей распределе-
ния плотности и намагниченности предо-
пределило возможность верификации ис-
комых параметров в полях принципиально 
иной эндогенной природы – полях стацио-
нарных температур и тепловых потоков. 
Сохранение преемственности алгоритма 
численных расчетов потребовало решения 
прямой задачи геотермии для сложнопо-
строенной модели неоднородной по тепло-
проводности среды.  

Граничные задачи потенциала для мо-
делей кусочно-однородных сред описыва-
ются дифференциальными уравнениями с 
сильным разрывом, когда в пространстве 
допустимых решений не выполняются не-
обходимые условия непрерывности их низ-
ших производных. Границы контакта со-
предельных сред – это линии разрыва ко-
эффициентов дифференциального операто-
ра краевой задачи, вдоль которых требует-
ся «сшивание» отдельных ветвей кусочно-
гладких решений. Подобные задачи отно-
сятся к классу задач линейного сопряже-
ния. Их классическая постановка предпо-
лагает в окрестности разрывов замену диф-
ференциального оператора его интеграль-
ным аналогом – граничными условиями IV 
рода. При использовании аппарата обоб-
щенных функций можно избежать проце-
дуры построения частных решений для ка-
ждой однородной области и последующего 
их сшивания на границах сопредельных 
сред. Основанный на этой концепции кон-
тинуальный подход для кусочно-однород-

ной модели безграничной среды, предпо-
лагает получение единого оператора реше-
ния прямой задачи для соответствующего 
потенциала (температуры) в произвольной 
точке пространства как в точках непрерыв-
ности, так и в точках разрыва материаль-
ных параметров среды. 

Концепция континуального подход 
основана на аналитической аппроксимации 
обратного коэффициента разрывной теп-
лопроводности на контакте сопредельных 
сред и корректного построения обобщен-
но-непрерывного дифференциального опе-
ратора задачи теплового сопряжения. Ис-
комая температура, как обобщенная функ-
ция, заданная на множестве сверточных 
трансформант обратных расстояний, запи-
сывается в виде интегрального уравнения 
обобщенной формулы Грина. 

Правильно выбранная стратегия кон-
тинуального подхода к решению гранич-
ных задач сопряжения для моделей кусоч-
но-однородных сред (граничных задач с 
условиями IV рода) позволяет получить 
замкнутую аналитическую формулу для 
достаточно сложной геометрии среды и, в 
конечном итоге, построить унифицирован-
ный аддитивный алгоритм вычисления 
стационарных тепловых полей в неодно-
родных средах. 

Петрофизическими исследованиями 
установлены достаточно устойчивые связи 
между теплогенерацией и плотностью по-
род земной коры. Стационарная часть теп-
лового потока связана с радиогенными ис-
точниками тепла. Энергетическое взаимо-
действие коры и мантии задается посредст-
вом глубинного условия по тепловому по-
току. Данные об измеренных температурах 
и вычисляемом тепловом потоке представ-
лены по редкой сети выстоявшихся сква-
жин с достаточно большой погрешностью 
(до 15%) (Дучков и др., 2013). Одномерные 
определения теплового потока, получен-
ные по редкой сети выстоявшихся сква-
жин, не позволяют воспроизвести все дета-
ли тонкой структуры верхней части геотер-
мического разреза земной коры. И это ли-
шает практической целесообразности ре-
шение обратной задачи геотермии в ее 
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полной постановке. 
Аномалии наблюденного гравитацион-

ного поля можно объяснить распределением 
аномальных масс в приповерхностном слое, 
мощность которого составляет 10–15 км, так 
называемый «гравиактивный слой». В пре-
делах Уральских структур эта задача ус-
ложняется еще и тем, что аномалии, созда-
ваемые глубинными источниками, в значи-
тельной степени компенсируются анома-
лиями, порожденными источниками в 
средней части разреза. Тем не менее, гра-
витационное поле, безусловно, содержит 
информацию как о средней, так и от более 
глубоких частей земной коры и верхов 
мантии (Мартышко и др., 2016). Измеряе-
мый в скважинах приповерхностный теп-
ловой поток характеризует усредненный 
вещественный состав горных пород на всю 
мощность земной коры, включая поток из 
мантии. Совместная интерпретация тепло-
вых и гравитационных полей в их стати-
стической взаимозависимости позволяет 
решить проблему выбора интегральной 
теплогенерации земной коры и определить 
глубинную составляющую теплового пото-
ка на границе «кора–мантия». Таким обра-
зом, уже на начальном этапе комплексного 
моделирования просматривается простой и 
весьма информативный метод использова-
ния тепловых и гравитационных полей при 
региональных исследованиях. Созданию 
алгоритма количественной интерпретации 
при решении практических задач приклад-
ной геотермии будет посвящена ЧАСТЬ II 
настоящей работы.  
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